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INTRODUCTION ET NOTATIONS
Soit F le corps a deux e le ments, soit f une se rie formelle quadratique
# F((X&1)) (i.e., f = +j=n fj X
& j, avec n # Z et fj # F ), alors son de velop-
pement en fraction continue est utilement pe riodique (i.e., f =[b0 ; b1 , ...,
bs , a1 , a2 , ..., at ]). Nous poserons par la suite T( f )=max1it deg ai et
Per( f )=t sa pe riode. Si f # F((X&1)), alors on note [ f ] sa partie polyno-
miale. On dit aussi qu’une se rie formelle quadratique f est pe riodique si sa
suite de quotients partiels est pe riodiques (i.e., f =[a1 ; a2 , ..., at , a1 ]).
Dans le cas re el H. Cohen [1], J. Cusick [2] et R. Paysant-Leroux [5]
ont e tudie l’action de la transformation de Mo bius x&((ax+b)(cx+d ))
sur la pe riode
sup
x quadratique
Per((ax+b)(cx+d ))
Per(x)
=R(2)
ou a, b, c et d sont des entiers, 2=ad&bc et R(2) est un entier ve rifiant:
An log(n)R(n)Bn log(n)+1
avec A et B des constantes positives.
Le but de ce travail est de donner un majorant a la pe riode d’une se rie
formelle quadratique f ve rifiant l’e quation (E): Af 2+Bf +C=0, ou
A, B, C # F[X].
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ENONCE DES RE SULTATS ET DE MONSTRATION
The ore me 1. Soit f une se rie formelle quadratique ve rifiant (E):
Af 2+Bf +C=0, ou A, B et C # F[X], alors Per( f )(2deg B&1)2 et
T( f )deg B.
De monstration du the ore me 1. Dans un premier temps, on suppose que
f est solution de (E$): Af 2+Bf +C=0 ou deg B>deg A et deg B>deg C.
Pour la de monstration, on a besoin de quelques lemmes.
Lemme 1. Soit f # F((X&1)) irrationnelle ve rifiant l ’e quation (E$) et telle
que [ f ]{0 alors [ f ]=[BA].
Preuve. Si f est solution de (E$) alors deg A+2 deg [ f ]=deg B
+deg[ f ], ce qui donne deg [ f ]=deg B&deg A, d’autre part B=
[BA]A+R avec deg R<deg A. Soit Q=[ f ]+[BA]. Montrons que Q
est nul. Il est clair que la se rie formelle g= f+[ f ] ve rifie l’e quation: Ag2+
Bg +A[ f ]2+B[ f ]+C=0 avec [ g]=0, or
A[ f ]2+B[ f ]+C=A[ f ]2+\_BA& A+R+ [ f ]+C
=A[ f ]2+((Q+[ f ]) A+R)[ f ]+C
=AQ[ f ]+R[ f ]+C.
Si Q{0, alors
deg (A[ f ]2+B[ f ]+C)=deg A+deg Q+deg [ f ]
=deg B+deg Q,
ce qui contredit le fait que [ g]=0.
Lemme 2. Soit f une se rie formelle irrationnelle # F((X&1)) ve rifiant
(E$). Alors f et g= f+(BA) sont les seules solutions de (E$). De plus si
f =[a0 ; a1 , ..., an , a0 ] alors g=[0; an , an&1 , ..., a0 ].
Preuve. Il est facile de ve rifier que g= f+(BA) est solution de (E$),
donc on peut supposer sans perte de ge ne ralite que [ f ]{0, dans ce cas
d’apre s le lemme 1, [ f ]=[BA]=a0 , soit Pn Qn=[a0 ; a1 , ..., an]. Il est
clair que f =[a0 ; a1 , ..., an , f ]=(Pn f +Pn&1)(Qn f +Qn&1), ce qui donne
Qn f 2+(Pn+Qn&1) f+Pn&1=0, or Pn&1Pn=[0; an , an&1 , ..., a0]: Qn&1Qn
=[0; an , ..., a1], posons h=[0; an , ..., a0 ], alors h=[0; an , ..., a0+h], ce qui
donne que h=(Pn&1+Qn&1h)(Pn+Qnh) et par suite h ve rifie l’e quation
Qn h2+(Pn+Qn&1) h+Pn&1=0. Comme f ve rifie une e quation de ce type
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du fait que f =(Pn f +Pn&1)(Qn f +Qn&1), alors on remarque que f et h
sont conjugue es et g=h.
Corollaire 1. Soit (ai) i # N une suite de polyno^mes de degre s non nuls de
F[X], alors [a0 ; a1 , ..., an , a0 ]+[0; an ; ..., a0 ] est une fraction rationnelle.
Lemme 3. Soit f une se rie formelle quadratique et [ f ]{0. Alors f est
pe riodiques si et seulement si f ve rifie une e quation de type (E$).
Preuve. On suppose que f est pe riodique alors f =[a1 ; a2 , ..., at , a1 ],
or f =[a1 ; ..., at , f ] et par suite
f =
Pt f +Pt&1
Qt f +Qt&1
ou
Pt
Qt
=[a1 ; ..., at],
Pt&1
Qt&1
=[a1 ; ..., at&1]
ce qui donne Qt f 2+(Pt+Qt&1) f+Pt&1=0, or deg Qt<deg (Pt+Qt&1)
=deg Pt et deg Pt&1<deg Pt .
On suppose maintenant que f ve rifie Af 2+Bf +C=0, alors f est utile-
ment pe riodique, donc f est de la forme f =[a1 ; ..., as , fs+1], ou fs+1 est
une se rie formelle pe riodique. Soit f =f1=a1+(1 f2), ..., fn=an+(1 fn+1).
Comme deg A<deg B, deg C<deg B et d’apre s le lemme 1, il est clair que
la se rie formelle fn ve rifie l’e quation: An f 2n+Bfn+An&1=0, ou An+1=
a2n An+anB+An&1 (V), an=[BAn], A0=C et A1=A. Soit alors Per( f )
=Per( fs+1)=l, alors As+ j=As+l+ j et as+ j=as+ j+l , pour tout j1.
Ce qui donne d’apre s la formule de re currence (*) de As+l+2 et As+2
que As=As+l et par suite As&1=As+l&1 , ..., A1=As+l , ce qui donne
finalement que as=as+l , as&1=as+l&1 , ..., a1=al+1 , et par suite f est
pe riodique.
Suite de la de monstration du the ore me 1. Soir f solution de (E$):
Af 2+Bf +C=0. Posons f =[a0 ; a1 , ..., an , a0 ] et f =f0=a0+1 f1 ,
f1=a1+ f f2 , ..., fn=an+1 fn+1 , alors pour tout n # N il est facile de voir
en utilisant le lemme 1, que l’on a
An f 2n+Bfn+Cn=0
avec A&1=C, A0=A, an=[BAn] et An+1=a2nAn+an B+An&1 . On
montre par re currence sur n que deg An<deg B. Or d’apre s le lemme 3 f
est pe riodique et donc la suite (An) l’est aussi et partage la me^me pe riode
p que f. Soit q # N alors Aq+ p=Aq et Aq+ p+1=Aq+1 , soit donc s # N*
le plus petit entier tel que Aq+s=Aq et Aq+s+1=Aq+1 , donc d’apre s la
formule de re currence qui relie trois termes conse cutifs de la suite (An),
on montre que Aq+s+2=Aq+2 , Aq+s+3=Aq+3 , ..., Aq+2s=Aq+s . Ce qui
montre que s est la pe riode de la suite (An) et par suite s= p. Comme
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An {0 et deg An<deg B, alors le nombre de couples (An , An+1) est majore
par (2deg B&1)2. Donc dans les [(2deg B&1)2+1] premier termes de la
suite (An , An+1), on trouve deux couples identiques (Aq , Aq+1)=
(Aq+s , Aq+s+1), ce qui montre que p=s(2deg B&1)2.
D’autre part, on a
T( f )= max
0ip&1
deg ai
= max
0ip&1
(deg B&deg Ai)
=deg B& min
0ip&1
deg A i
deg B.
Dans le cas ge ne ral, soit f une se rie formelle quadratique # F((X&1))
ve rifiant l’e quation (E): Af 2+Bf +C=0, avec A, B et C # F[X], alors
sa suite des quotients partiels est utilement pe riodique, soit alors
f =[b0 ; b1 , ..., bs , a0 , ..., an ]. Soit Ps Qs=[b0 ; b1 , ..., bs], Ps&1 Ps&1=
[b0 ; b1 , ..., bs&1] et g=[a0 ; a1 , ..., an , a0 ]. Il est clair que Per( f )=Per(g),
et que f =(Ps g+Ps&1)(Qs g+Qs&1), remplac ons l’expression de f dans
(E), on obtient:
(AP2s +BPsQs+CQ
2
s ) g
2+Bg+(AP2s&1+BPs&1Qs&1+CQs&1)=0
or d’apre s le lemme 3, g ve rifie une e quation de type (E$), donc d’apre s ce
qui pre ce de Per(g)(2deg B&1)2 et T( f )=T(g)deg B.
Fin de la de monstration du the ore me.
Proposition 1. Soit f une se rie formelle pe riodique ve rifiant (E$): Af 2+
Bf +C=0. Soit Q # F[X], alors Q f est pe riodique si deg Q<deg B
&deg C et pe riodique a partir du rang 1 si deg Qdeg B&deg C.
Preuve. Il est clair que g=Q f ve rifie l’e quation: Ag2+BQg+CQ2=0.
Si deg Q<deg B&deg C, alors deg CQ2<deg QB, donc d’apre s le
lemme 3, g est pe riodique. Si deg Qdeg B&deg C, soit g=[ g]+1h,
alors h ve rifie l’e quation (A[ g]2+BQ[ g]+CQ2) h2+BQh+A=0,
comme deg [h]1, il est clair que deg (A[ g]2+BQ[ g]+CQ2)<
deg (BQ), sinon [h]=0, ce qui donne d’apre s le lemme 3 que h est pe riodique
et par suite g est pe riodique a partir du rang 1.
Proposition 2. Soit f une se rie formelle quadratique ve rifiant (E):
Af 2+Bf +C=0, alors pour tout n2, f n est quadratique et ve rifie
An ( f n)2+BBn ( f n)+Cm=0, ou Bn=(1 0)( BC
A
0 )
n&1 ( 10).
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Preuve. Soit f ve rifiant (E): Af 2=Bf +C, on montre par re currence
que An&1f n=Bn f +Cn , pour tout n2 ou ( Bn+1Cn+1 )=(
B
C
A
0 )(
Bn
Cn ), avec B1=1
et C1=0, ce qui donne
A2n&1f 2n=B2n f
2+C 2n
=B2n Bf +B
2
nC+AC
2
n . (1)
Or
BBn An&1f n=BBn (Bn f +Cn) (2)
et par suite (1)+(2) donne
A2n&1 ( f n)2+BAn&1Bn ( f n)+AC 2n+CB
2
n+CnBnB=0.
Il est clair que AC 2n+1+CB
2
n+1+BBn+1Cn+1=AC(AC
2
n+CB
2
n+BBnCn),
ce qui montre que pour tout n # N, AC 2n+CB
2
n+BBnCn=A
n&1Cn.
Corollaire 3. Si f est pe riodique et Per( f )=1, alors f n est pe riodique
et Per( f n)=1.
Preuve. Il suffit de remarquer que si f est pe riodique et Per( f )=1, alors
f ve rifie f 2+Pf +1=0, ou P # F[X].
Remarque. Dans le corollaire 3 l’hypothe se f est pe riodique est
ne cessaire. En effet, soit f =x+(1g) ou g=[x2], donc f est pe riodique a
partir du rang 1 et on ve rifie que Per( f 3)=6 et Per( f 9)=48.
La question pose e par Mende s France dans le cas re el [4] (a savoir si
x est quadratique que peut-on dire de lim sup Per(xn)), a e te re solue par-
tiellement par Grisel [3], qui a montre lim sup Per(xn)=+ pour une
famille de nombres quadratiques. La question reste toujours ouverte dans
le cas des se ries formelles.
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